Quadratische Funktionen: zeichnerisches und rechnerisches Losen M. Zirbes

Quadratische Funktionen:
zeichnerisches und rechnerisches Losen

— Erganzung zum Lehrbuch LS Mathematik 9 (G9 Hessen), Kap. VI.3, V1.4 und VL.5 —

Unter der Losung einer quadratischen Gleichung verstehen wir die Nullstellen der zuge-
horigen quadratischen Funktion. Diese lassen sich sowohl zeichnerisch, als auch rech-
nerisch ermitteln. In diesem Zusammenhang kann auch die Bestimmung des Scheitel-
punktes von Interesse sein.

Das Ziel dieser Ubersicht soll sein, die Vorgehensweisen (Berechnungen) dafiir gegen-
uberzustellen. Dazu wollen wir der Vergleichbarkeit wegen stets von ein und demselben
Beispiel ausgehen, namlich der quadratischen Gleichung

y = -2x% + 12x — 14.

Der zugehorige Graph (Parabel) sieht wie folgt aus:

Ubersicht
£ (a+b)*=a%+2ab +b? 1. Binom. Formel
(@a—b)*=a%2—2ab + b? 2. Binom. Formel
(@a+b)s(a—b)=a*-b? 3. Binom. Formel
ol
y = ax? rein quadr. Funktion

y=a(x—dP+e allgem. quadr. Funktion
s (in der Scheitelform, s.u.)

y=a(x—-dP+e Scheitelform (mit SP (d | e))

y=ax?+bx+c allgem. Form (mit a, b, c)
— i 2 : 7] - : 0=x2+px+q Normalform (mit p, q)
_ 1k
ok
- gk
Wiederholung: Scheitelpunkt bestimmen (vgl. Kap. VI.3)

In Scheitelform y = a(x —d)? + e Uberfiihren und Scheitelpunkt ablesen:

y = =2x*+12x - 14 | ausklammern beim quadr. und linearen Glied, so dass a = 1

—2[x*—6x] - 14 | quadr. Ergénzung: 32
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= —2[x2—6x + 32— 3% — 14
= —2[(x—3)*—3% - 14

= —2[(x—3)2—9] - 14

= —2(x—372+18-14

= 2(x—3)+4

Der Scheitelpunkt SP liegt bei (3 | 4).

| 2. Binom. Formel anwenden
| vereinfachen
| eckige Klammer wieder auflosen

| vereinfachen

Erklarung

Anhand der Scheitelform kann man
leicht den Scheitelpunkt (als womdglich
wichtigsten Punkt der Parabel) ablesen.

Zeichnerisches Losen (Nullstellen bestimmen)

1. In Normalform 0 = x?+ px + q Uberfiihren:

— 2 — :
y = =2x"+12x-14 |y =0 einsetzen . ,=0", weil zur Nullstellenbe-
0 = —2X2 +12x — 14 | . (_2) rechnung y=0 ist.
« x2“ weil dann mit der Normal-
= X2 —6x+7 parabel-Schablone zeichenbar.

(vgl. Kap. V1.4)

Erklarung

Wie man sieht, verlangt die Nor-
malform 2 Bedingungen:

2. Normalform in Scheitelform y = a(x — d)? + e Uberfiihren und Scheitelpunkt ablesen:

0 = xX°—6x+7 | umschreiben
y = X2—6x+7 | quadr. Erganzung: 32
= X°-6x+3°-32+7 | 2. Binom. Formel anwenden
= (x-3)-32+7 | vereinfachen
= (x—3)-9+7 | vereinfachen
= (x—3)%-2

Der Scheitelpunkt SP liegt bei (3 | -2).

Dieser Punkt ist weder der Scheitel der urspriinglichen Parabel y =-2x?+ 12x — 14 noch
von — in die Scheitelform umgeformt — y =-2(x — 3)?+ 4 (s. 0.), sondern von einer aqui-
valenten (!) quadratischen Funktion mit den gleichen (!) Nullstellen. Der Vorteil liegt bei
y = (x—3)?—2 darin, dass diese mit der Normalparabel-Schablone gezeichnet werden
kann (es geht hier ja um eine zeichnerische Losung). Dem entgegen konnte man die Glei-
chung y=-2(x-3)*+4 wegen a=-2 nicht so einfach mit der Schablone zeichnen.

Also: Man Uberfuhrt die quadratische Gleichung zuerst in die Normalform und diese dann
in die Scheitelform. Es ergibt sich dadurch eine neue quadratische Gleichung mit einem
anderen Scheitelpunkt (weil die a's verschieden sind). Das macht aber nichts — im Gegen-
teil: Der Clou liegt namlich darin, dass die Nullstellen beider Funktionen garantiert die glei-
chen (!) sind und wir jetzt ganz bequem die Schablone zum Zeichnen nutzen kénnen.
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3. Zeichnen mit der Normalparabel-Schablone und Nullstellen ablesen:

]
T

%]
T

Erklarung

Warum bringt man die urspriing-
liche Gleichung eigentlich erst in
die Normalform und dann in die
Scheitelform? Kann man sie
nicht direkt in die Scheitelform
Uberfihren?

Ja, kénnte man. Aber dann
kommt y =-2(x — 3)? + 4 he-
raus (s.0.), und das lasst sich
nicht mit der Parabelschablone
zeichnen. Erst das Uberfiihren
in die Normalform garantiert,
dass wir spater die Schablone
nutzen kénnen.

Man erkennt, dass die Nullstellen bei diesem Graphen denen des urspringlichen Graphen
oben entsprechen. Leider ist bei diesem Aufgabenbeispiel die Losung der quadratischen
Gleichung nicht unmittelbar ablesbar. Die Lésung lautet x1= 1,6 und x;=4,4 (s. u.).

Rechnerisches Losen (Nullstellen bestimmen)

1. In erste Bedingung von Normalform, namlich ,= 0% Uberflhren:

—2x2+12x — 14 |y =0 einsetzen
-2x* +12x — 14

y
0

2. Formel anwenden und Nullstellen ablesen:

a) Wenn die quadratische Gleichung in der allgemeinen Form
y = 0 = ax® + bx + ¢ vorliegt (ist hier der Fall!), dann...

—bi\/b2—4 ac
2a

* abc-Formel x,,= anwenden

oder
* in Normalform umformen und danach pg-Formel

2
X\, :—gi\/(g) —g anwenden.

(vgl. Kap. VI.5)

Erklarung

«,=0“ weil zur Nullstellenberech-
nung y=0 ist.

« Die quadratische Erganzung, wie
wir sie von der zeichnerischen
Lésung her kennen, steckt in der
abc- bzw. pg-Formel drin.

« Die abc-Formel wird umgangs-
sprachlich auch als ,Mitternachts-
formel“ bezeichnet, weil Schiler sie
aufsagen konnen sollen, selbst
wenn man sie um Mitternacht weckt
und nach der Formel fragt. :-)

« Die Terme unter den Wurzeln - all-
gemein Radikand genannt - kdnnen
fur die Anzahl der Lésungen (Null-
stellen) herangezogen werden. In
einem solchen Anwendungsfall nen-
nt man den Radikand auch Diskri-
minante (D). Es gilt: D < 0: keine
Lésung, D = 0: 1 Lésung, D > 0: 2
Lésungen. Sowohl die abc-, als
auch die pg-Formel haben eine D.

b) Wenn die quadratische Gleichung in der Normalform 0 = x* + px + q vorliegt, dann...

* pg-Formel (s. 0.) anwenden.
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Im Zweifel funktioniert die pg-Formel immer, sie umfasst im Fall a) jedoch einen Arbeits-
schritt mehr. Wir wollen zu Demonstrationszwecken beide Wege/Mdoglichkeiten von a) an-
wenden. Daher zu 2a):

* abc-Formel anwenden

Bei 0 =-2x?+ 12x — 14 ergibt sich geman der allgemeinen Form y = ax? + bx + ¢ flr
a=-2, b=12 und c=-14.

—b+\b*—4ac

Xi2 = — | einsetzen

2a

2
X1 = —12:412 —4e(=2)(-14) | vereinfachen
’ 2+(-2)

xi = 3-+2 =1,59
X; = 342 =441

Die Lésungsmenge ist L ={ 3—v2 ; 3+v2 }.
* In Normalform umwandeln und danach pq-Formel anwenden

Die Normalform lautet:

0 = -2x*+12x-14 |1 (=2)
0 = xX°-6x+7

Bei 0 =x?—6x + 7 ergibt sich gemafl der Normalform 0 = x?+ px +q flr
p=-6 und q=7.

— p p :
Xi2 = —L£L£44/(L£) — | einsetzen
" 2 ( 2 ) ~a

X12 = ——a/(—=) =7 | vereinfachen

xi = 3-2 =159
X; = 3+V2 =441

Die Lésungsmenge ist L ={ 3—v2 ; 3++2 }.
Fazit:
Die abc-Formel kann eine ,Abklrzung” fur die rechnerische Losung sein, ist aber nicht

zwingend erforderlich. Wem das zu kompliziert ist, merkt sich einfach Folgendes:
Quadratische Gleichung in die Normalform uberfihren und pq-Formel anwenden.
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